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Предлагается использовать в задачах ориентации, навигации и эйлеровой динамики твердого тела (ТТ) 
сопряженные («тангенсные» и «котангенсные») векторы конечного эйлерового вращения. Модули этих векторов 
пропорциональны тангенсу и котангенсу четверти угла вращения. В отличие от классического вектора Родрига 
они не обращаются в бесконечность в пределах полного оборота ТТ. Кинематические дифференциальные уравнения 
вращения для этих векторов имеют общие решения (в форме Коши). Новые динамические полярные 
дифференциальные уравнения получаются из классических динамических уравнений Эйлера-Пуассона в результате 
замены вектора угловой скорости на вектор кинетического момента, а также замены трех направляющих 
косинусов Пуассона на координаты сопряженных векторов. В случае Эйлера три получаемых скалярных 
динамических дифференциальных уравнения имеют два классических первых интеграла (энергии и площадей). Три 
новых динамических уравнения рассматриваются, как интегрируемые. Эти уравнения однозначно определяют 
ориентацию всего ТТ, а не только одной «вертикали», как три уравнения Пуассона. Сопряженные векторы X , р 

рассматриваются как векторные части в нетрадиционных ненормированных (негамильтоновых) кватернионах 
вращения и бикватернионах (с кажущейся скоростью). Ненормированные кватернионы и бикватернионы могут 
эффективно использоваться совместно с кчассическими нормированными кватернионами и бикватернионами (с 
параметрами Родрига-Гамильтона) в различных «частных» задачах инерциальной ориентации и навигации, 
включая задачи управления ориентацией. 

1. В задачах инерциальной ориентации и навигации представляют особый интерес трехмерные 
векторы вращения, имеющие минимально возможное число независимых параметров, соответствующее 
трем степеням свободы ТТ с неподвижной точкой [1]. В классической Эйлеровой задаче динамики 
твердого тела (ТТ) традиционно используются дифференциальные уравнения Эйлера-Пуассона. Три 
уравнения Пуассона определяют ориентацию только «земной» вертикали относительно ТТ, а не всего 
ТТ. При этом предполагается возможность определения ориентации ТТ через углы Эйлера с 
выполнением дополнительного интегрирования выражения для производной по времени от угла 
прецессии ТТ [1, стр. 16]. Но непосредственное интегрирование только трех уравнений Пуассона в 
принципе не решает задачи определения ориентации ТТ в трехмерном пространстве. Для однозначного 
определения ориентации ТТ необходимо иметь не менее шести направляющих косинусов. Но тогда 
вместо шести уравнений Эйлера-Пауссона потребуется интегрировать девять дифференциальных 
уравнений. В связи с этим представляет интерес возможность использования в динамике ТТ известных 
[2-10] трехмерных векторов вращения, поскольку они имеют три независимых координаты. 

2. Классический вектор Родрига [2,3] имеет модуль с тангенсом (§"(ф/2) половинного угла ф 
конечного вращения ТТ. Этот вектор не может быть использован при ц> = п в задачах ориентации ТТ. 
Сопряженные векторы вращения \ = \к , р = рк, где х = к х (§(ц>/ 4) , р = к р сІ§(ц>/4) (к х , к р - 

произвольные постоянные коэффициенты), к — орт эйлеровой оси конечного вращения ТТ, 
представляют интерес (при 0 < ф < 2л ) в силу своих свойств сопряженности [3]. 

Рассматриваются сопряженные полярные нелинейные векторные кинематические 
дифференциальные уравнения вращения ТТ в виде линейных преобразований вектора а>(() угловой 
скорости вращения ТТ [3,7]: 

т* =т'и (т) ю, р* =р'И( р) К>, (1) 



где т =спІ йі , р = ф / сіі - локальные производные векторов по времени і (производные 
относительно некоторого связанного с ТТ координатного базиса); т'=сЗт/сЗф, р'-др/дц> - частные 

производные модулей х, р векторов по углу ф, определяемые как функции т'= (к х + х 2 Ік х )/4 , 

р'= -(к р +р 2 /кр)/4; И( т -) , И(р) - ортогональные операторы: 

и (т) =Е + 2(^Т + Т 2 )/(^ 2 +т 2 ), 
и[ р) =Е + 2(-у* + К 2 )Д 2 +р 2 ). 

Здесь Т, К - кососимметрические операторы векторного умножения [3,5,8], удовлетворяющие 
тождествам Тх = х х х = 0 , Тр = р х р = 0 , 0 - нулевой вектор, Е - единичный оператор. Операторы 

И( т ) , удовлетворяют тождеству (и^и^) 2 = Е , определяющему сопряженность [3] векторов х, р и 

дифференциальных уравнений (1) [5] как свойства их «двойственности» и изоморфного соответствия. 

3. Сопряженные уравнения имеют первый («тригонометрический») интеграл в виде скалярного 
произведения (х • р) = хр = к х к р = С (произвольная постоянная) и допускают простую и наглядную 

кинематическую интерпретацию - полярную прецессионно-нутационную модель [3,9] при произвольном 
векторе а>(1) и для любого ТТ. В первом уравнении вектор а> преобразуется (в каждый момент времени 

движения ТТ) оператором И( т ) в вектор а> т в результате прецессии а> на угол ѵ|/ Ѳт =ф/2 (поворота 
вектора а> с модулем со(() по поверхности некоторого кругового конуса прецессии с углом конусности 
2и ю ) вокруг эйлеровой оси с ортом к . Угол о ю - угол нутации (отклонения вектора ю от орта к ). И 
затем вектор а> т умножается на скалярный оператор х'Е . Во втором уравнении вектор а> прецессирует 
(поворачивается по поверхности того же конуса) на угол і|/д р = (л + ф/ 2) и умножается на скалярный 

— — — * -* — — 

оператор р'Е. Угол о га нутации определяется из скалярных произведений (ю-х), (х -х) или (ю-р), 
(Р -Р). 

На основе такой интерпретации - модели сопряженных уравнений (1) получается, например, 
кинематическое «неголономное» равенство: 

((5 • Ь) 2 + ((5 хЬ)-(5х Ь)))/((5 ■ а)(Ь ■ Ъ))= зіп 2 ^ + сов 2 ^ = 1 , (2) 

где а = йх х , Ъ = (и^к^х х . Из равенства следует равенство с произвольной постоянной С т =к 2 , 
например 

2 (а-а) + (а-Ь) 

( -т= т ■ (- 3 ) 

(а -а) -(а -Ъ) 

Равенства, аналогичные приведенным равенствам (2), (3), получаются при замене вектора х на 
вектор р . 

4. При численном интегрировании [2-4] сопряженных уравнений будут существовать такие 
значения к х * и к р * коэффициентов к х , к р , при которых обеспечиваются равенства х'=1 и р'=1. Тогда, 

например, при к х * = 2 + лІ4-х 2 , к р * = -2 - ^4-р 2 , (х<2, р<2) преобразования вектора й в 

производные х , р будут осуществляться ортогональными операторами и т * , и р * , в которых используются 
на каждом очередном шаге вычислений новые значения «адаптивных» коэффициентов к х * , к р * (вместо 
постоянных коэффициентов к х , к р ). При этом фактически интегрируются сопряженные уравнения в виде 

ортогональных преобразований х* = и т *к> , р* = и р *(й при известных (приближенно «измеряемых» 
интегрирующими гироскопами) кинематических интегралах (модулях векторов х , р ) 
х* « р* « ^ « ф от скалярных функций Ах* I йі = х*(() , р*(() , а>(() (с^ - произвольная постоянная, 
а>(() - модуль вектора). 

5. Сопряженные уравнения имеют общие решения в форме Коши [3,6]. Общее решение первого 
уравнения определяет вид групповых операций умножения и деления в группе Ли векторов х [3,8]. В 



постоянными главными моментами инерции ТТ; 5/ - обратная матрица, ,§7 = [§- ^ 



этой группе обратный элемент т 1 равен, как известно, противоположному вектору, т.е. т 1 = -т , а 

единичный элемент равен нулевому вектору 0 . 

6. На основе кинематических сопряженных уравнений получаются различные новые (полярные) 
динамические дифференциальные уравнения вращения ТТ. 

В классическом случае Эйлера, например, задача решения системы шести динамических 
дифференциальных уравнений Эйлера-Пуассона [1] сводится [7,9] к интегрированию системы только 
трех динамических уравнений с двумя независимыми классическими первыми интегралами (энергии и 
площадей). Этих двух интегралов достаточно, чтобы считать систему трех уравнений интегрируемой [1]. 

В этом случае в сопряженных уравнениях вводится замена к> = 8 -1 ^ , где § - постоянный 

вектор кинетической энергии (постоянный по модулю и направлению в опорном базисе I ); 8 1 - 
обратный оператор 8 инерции ТТ (постоянный в связанном с ТТ базисе Л ). 

Получаемое из сопряженных уравнений, например, полярное матричное дифференциальное 
уравнение с координатами вектора т имеет вид [9]: 

Ѵ=^'(ѳ (т)/ 57 1 Ѳ[ ту )ѳ[ ти я/, (4) 

где = [т.] і/2 Туз] 7 ^ - столбцевая матрица с координатами производной т в базисе .1; 
Ѳ( т у - матрица (3x3) оператора в базисе 3 ; 8^ - диагональная матрица (3x3) с тремя 

гг " " ' ' Г ?п 8/2 
постоянная столбцевая матрица с координатами вектора § в базисе I . 

Три координаты вектора т однозначно определяют ориентацию всего твердого тела (в отличие 
от трех направляющих косинусов, определяющих в уравнениях Пуассона ориентацию только одного 
орта опорного базиса I ). В задачах синтеза законов управления ориентацией ТТ (определения 
управляющих моментов) с применением функций Ляпунова полярное матричное дифференциальное 
уравнение используется совместно с классическими динамическими уравнениями Эйлера. 

7. Сопряженные векторы т , р рассматриваются как векторные части в нетрадиционных [10, 11] 

ненормированных (негамильтоновых) кватернионах вращения и бикватернионах [2,10] (с кажущейся 
скоростью). Такие ненормированные кватернионы и бикватернионы могут эффективно использоваться 
совместно с классическими нормированными кватернионами и бикватернионами (с параметрами 
Родрига-Гамильтона) в различных «частных» задачах инерциальной ориентации и навигации, включая 
задачи управления. 
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